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� �������� � ���	
	��� �	��
� �	����

��� ��� ��� � �	
� �������������� ��������� ������������ �����
��������� ��������� �������� � ������ ���� ������ �������� ������
��� ��������  ���������������� �������� ϕ(x, p)� ��� (x, p) ∈ R2n�
�� ������ ������������� � n  ���������� ����������������� ����
���������! " ������� �� ��������� �#������ ��� �������� ������� ���
����� ������ �� ��������� ��� ������ �� ��������� � ��$� ������
�������� ������� ������� � �� ���������� � �� ��������! %� ������
��� � ��������� �#������ ��������������� ��� ��� �������# �������
����������� ������� ������������� � ��������� ����������� ρD(x, p) �
������������ �&����� �������� ������������ (x, p) ∈ D ⊂ R2n� ��������
����'(�� �������� ������� ϕ(x, p), �������� ����������� �������

ρD(x, p) = |ϕ(x, p)|2/
∫

D
|ϕ(x, p)|2dxdp. )�*

" ��������� �#����� �������� �������� ������� �� ������ ��
��� &��� ���������� ��������� +������ �� ���������� �,
! %������
+������ ������������� ���� ���� � ��������� ���� t = t0 ������ ����
����� ������� ϕ(x0, p0, t0)� �� �������� �������� ������� � ����� (x, p)
� ���� ������ t = t1 ������������ ��������� �� ��� ����������
� {x(t), p(t)}� �������'(� ����� (x0, p0, t0) � (x, p, t1)� �� ��������

exp
(
− i

h̄

∫ t1
t0

[V (x(t)) − p2(t)/(2m)]dt
)
� ��� h̄ - ���������� %������ �� �����

����� .���. �� ����������#� ������������ +������!
" ������� �� ������������� +������ � /��� ������ �����������

������ � ������� ����� ��� +������ �� ����������# ������������
������������� ��� ������������� �������� )��������� &�����������
��������*� ��������� ��������� 0������ �1
� �2
3

∂f

∂t
=

n∑
j=1

(
∂V

∂xj

∂f

∂pj

− pj

m

∂f

∂xj

)
+ γ

n∑
j=1

∂

∂pj

(
pjf + kTm

∂f

∂pj

)
, )	*

��� f(x, p, t)  ��������� ������������� ������������ ������� � �����
�� ������������ � ���� ������ t4 m  ���� �������4 V (x)  ���
����������� ������� ���$��# ���� �������'(�# �� �������4 γ = β/m
 ��/�������� ������������� ������ � ������� ��#������ �������� ��
������� ����4 k  ���������� 5�������4 T  ���������� �����!
6�� ������������ ��������� 0������� �������'(�� ������������

�������� ������� � ������ ������������ ��� �������� ���$��# ����

	



�����������# ������������� �������� V (x)� �������� ������ � �����
������� T � ������������� ����� �� ������� ���� γ.
7�� �������� ������� ϕ(x, p, t) �������������� ���������������

��������� 0������ ����3

∂ϕ

∂t
= Aϕ+ γBϕ, ),*

��� Aϕ =
n∑

j=1

(
∂V

∂xj

∂ϕ

∂pj
− pj

m

∂ϕ

∂xj

)
− i

h̄

(
mc2 + V −

n∑
j=1

p2
j

2m

)
ϕ )1*

� Bϕ =
n∑

j=1

∂

∂pj

((
pj + ih̄

∂

∂xj

)
ϕ+ kTm

∂ϕ

∂pj

)
. )2*

8�������� ),* �������� �� ��������� 0������ )	* ��&������� � ����
��' ����� ��������� ���� −i/h̄(mc2 + V − p2/(2m))ϕ � ������ � ����
������ �������� �������� ������� ϕ �� pj �������� ���������
(pj + ih̄∂/∂xj) �� ������' ϕ!
7�&������� ��������� −i/h̄(mc2 + V − p2/(2m))ϕ ������� � �� ���

����������� ��������� ���&������� ��� �������� ������� � �����
(x, p) ����������� ����&����� � �������� 1/h̄(mc2 + V − p2/(2m)) ��
������!
���&������ ������������� ����&���� �������� ������� ϕ � ����

�� (x, p) � &���$�� �������� 1/h̄(mc2 + V − p2/(2m)) � ������� �����
mc2 ��(�������� &���$� �������� V � �������� � ���� ��� ����� ����
����� ������� �� ���������� xj � ��#������� ��&��������� ������
� ����� (x, p) �������� ������� ����� � ����&���� ������� ϕ! %��
/�� �������� &��������� ����� ������ ∂/∂xj ��������� �� ��������
∂/∂xj − ipj/h̄! )5���� �����&��� �&��������� �! � �	
!* 9��������������
���� /��� �������� ������� �� ih̄� �� ������ �������� pj + ih̄∂/∂xj �
�������������� � �������������� ��������� �������� B!
%������ � �����������' ��������� ),*!
:��&� �������� �������� �� ������ � /�� ���������� ������

����� ��������# � ������� � &��������� ��������3

t′ = γt, p′ =
p√
kTm

, x′ =

√
kTm

h̄
x, V ′(x) =

V (x)

kT
. );*

" ����# ��������# ��������� ),* �������� ���3

∂ϕ

∂t′
=
kT

γh̄
A′ϕ+B′ϕ, )<*

,



��� A′ϕ =
n∑

j=1

(
∂V ′

∂x′j

∂ϕ

∂p′j
− p′j

∂ϕ

∂x′j

)
− i
(
mc2

kT
+V ′−

n∑
j=1

(p′j)
2

2

)
ϕ � )=*

B′ϕ =
n∑

j=1

∂

∂p′j

((
p′j + i

∂

∂x′j

)
ϕ+

∂ϕ

∂p′j

)
. )>*

%������� ������ ���������� ��������� )<*� �������� &������
����� �������� kT/(γh̄)� ������' � �&������ ����� ε!
5��� �������� ��� ε = kT/(γh̄)  ���� ��������� ����'(���� �

��������� )<* �������� ����� ����(���� ������(������ �������
��� ∂ϕ/∂t′ = B′ϕ� �� ���� ���������

∂ϕ

∂t′
=

n∑
j=1

∂

∂p′j

((
p′j + i

∂

∂x′j

)
ϕ+

∂ϕ

∂p′j

)
. )�?*

@����� ��� ������ �������� ε = kT/(γh̄) ���&���� ���&� ��/������
��� ������ ����� �� ������� ���� γ = β/m = (k/h̄)T/ε = 1.3 · 1011T/ε
&�� &���$� 1.3 · 1011T � ��� ��� k/h̄ = 1.3 · 1011!
%������� � ��������� )�?* ������������� ϕ(x′, p′, t′) � ���� ��������

�� +���� �� x′3

ϕ(x′, p′, t′) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
ϕ̃(s′, p′, t′)eis′x′

ds′, )��*

��� ϕ̃(s′, p′, t′) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
ϕ(x′, p′, t′)e−is′x′

dx′. )�	*

%������ ��� ϕ̃(s′, p′, t′) ������������� ��������'3

∂ϕ̃

∂t′
=

n∑
j=1

∂

∂p′j

(
(p′j − s′j)ϕ̃+

∂ϕ̃

∂p′j

)
. )�,*

A������� ������ ����� /���� ��������� #���$� �������� )�!� ���
����� �;
*! 6��� �������� ���� ������ ��&�� ��&�������# ������� �
������������ �������� �����(�#�� � ���'� ��� |p′|� �����(��� � &���
����������! 9�&�������� �������� /���� ��������� ����������'� ��&��
����� ��������������� �����! 9�&�������� �������' ? �����������'�
��&�������� ������� ����

ϕ̃0(s
′, p′) =

1

(2π)n/2
ψ̃(s′)e−

(p′−s′)2
2 ,

1



��� ψ̃(s′)  ������������ ���������������� ������� ��� s′ ∈ Rn !
A�������� ��&�������� ������� ������'��� ��� ����������� �����

��� ϕ̃0(s
′, p′) �� p′ � ��'� ��&�������� �������� −1,−2, ...� ��������

�������� � ���������� �� ������� ������������ � �������� P0 �� ����
������������ ��&�������# ������� � ��&������� ��������� �����
?� ���� ���3

ϕ̃0(s
′, p′) = P0ϕ̃ =

1

(2π)n/2
ψ̃(s′)e−

(p′−s′)2
2 , ��� ψ̃(s′) =

∫
Rn
ϕ̃(s′, p′)dp′. )�1*

%�/���� ����������� ��������� )�,* � &����� /��# ��&�������# �����
���� ������� ��� ������ ��$���� ϕ̃(s′, p′, t′) /���� ��������� /����������
����� �� ������ � ���������� −1 �������� � ������������ ���� ϕ̃0!
A��'��� � ����� ������������� )��* ������� ϕ(x′, p′, t) ����� ϕ̃(s′, p′, t′)�
�������� ��� .������������. ��$���� ϕ0(x

′, p′) ��������� )<* ��'�
���3

ϕ0(x
′, p′) =

1

(2π)n

∫
Rn
ψ̃(s′)e−

(p′−s′)2
2 eis′x′

ds′.

%�������� ������' ψ̃(s′)� � ���' �������� � ���� ��������� +����3

ψ̃(s′) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
ψ(y′)e−is′y′

dy′.

%�������� /�� ��������� � �������(�� ��������� � ���������� �� s′�
������

ϕ0(x
′, p′) =

1

(2π)3n/2

∫
R2n

ψ(y′)e−
(p′−s′)2

2 eis′(x′−y′)ds′ dy′ =

=
1

(2π)n

∫
Rn
ψ(y′)e−

(x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)dy′

��� � ����� )�1*

ϕ0 = P0ϕ =
1

(2π)n

∫
Rn

ψ(y′)e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′, ��� ψ(y′) =
∫

Rn

ϕ(y′, p′)dp′.

)�2*
B���� ���� ε  ���� ��������� �� �� ���� t′ ������� 1 ��$���� �����
����� )<*� ������� � ������������ ������� ϕ, ���&������� � �������
���� ϕ0� ������� � ��#����# ����������# );* ���� ���3

ϕ0(x, p) =
1

(2πh̄)n

∫
Rn
ψ(y) exp

(
−kTm(x− y)2

2h̄2

)
exp

(
ip(x− y)

h̄

)
dy.

2



7���� ��$���� ��������� ),*� ������ �� ������� &���� &����� � ����
������������ .�����������#. ������� ���� ϕ0!
@����� ��� ���������� ����� .������������. ������� �������'�

� ��������' �� ������'(��� �������� �� .������������. �����
���� ������ �� ���������� � ��&��� �	
� ���� �������� ��������
kTm/h̄ ������ b/a� ��� a2 � b2  ��/��������� �������� �� �������
���� � ������� � ������ ������������ � �	
! %�/��� ���������
����������� ���������� � ��
� �	
� ����� � � ��$� ������! B# � &���
��������� &�� ��������������!
C��������� �������� ����� ������ ����(���� �� ������� ������

�� ��������� )<* ∂ϕ/∂t = εA′ϕ+B′ϕ ��� ε� 1� ��� A′ - ����/�������
��������� � B′ - �������� � �������������� ��������� �������!
@����� ��� /�� ��������� �� ��#������ ���� ������� ϕ� ������'

� ������� ��� ��������� ������������� ρ(x, p)! 9����������'(��
���������� ��#����'(�� ����� ������� �� ��� ���� ������������ ���
�� ��� ∂ϕ/∂t = εA′ϕ+B′ϕ+ kϕ, ��� k = −(〈B′ϕ, ϕ〉+ 〈ϕ,B′ϕ〉)/(2〈ϕ, ϕ〉)�
�� ��� ���������!

� ���	��� ������
�
�

A&������ ����� H(x, p) = p2/(2m)+V (x)+mc2  ������' D��������
������!

������� �� ��������� �	�
������ ��������� ���� �
�	�������

�� ��
	�����
� 	�� ��� ε = kT/(γh̄) �� ��
���� �������� � ���
�������

�� � ���������� ��
����� �������� 	����������� ��������  ����
!�� ϕ(x, p, 0) 	���"���� �� ���� 	������ 1/γ �  ���!��� ������� 	�
��
����������� ���� ���#

ϕ0(x, p) =
1

(2πh̄)n/2

∫
Rn

ψ(y)χ(x− y)eip(x−y)/h̄dy, )�;*

��� ||ψ|| = 1 � χ(x− y) =

(
kTm

πh̄2

)n/4

e−kTm(x−y)2/(2h̄2), )�<*

��������  ���!�� ���� ��$� ������%� ����&��� 	��	��
����
���� '���
���� (���� 	��	��
����
��� 	���������%�
� ��������  ���!��
�� ψ(y)� ����
�)�� ������ �� ��������� y ∈ Rn�

;



*� +�������� ��������� ������%)��
� , �������&  ���!�� ϕ0(x, p)
���� ��$� 
 ��������&  ���!��& ψ(y) 	���
"���� 	� 	��	��
����
���
� 	�����������
� �������&  ���!��& ψ(y, t)� ����
�)�& �� �������
-���!�� ψ(y, t) 	�� (�� ������������� ��������% .��������� ����
ih̄∂ψ/∂t = Ĥψ� ���

Ĥψ = − h̄2

2m

( n∑
k=1

∂2ψ

∂y2
k

)
+ V (y)ψ +

kT

2
nψ +mc2ψ. )�=*

7������������� ������ ����� ������ � ��������� � �	
! 7�������������
������ ����� /��� ������ ���������� � ���������� � � /��� ������!

������� �� /	������ 	����!�� P0� 	��������%)�& 	����������%
�����������%  ���!�% ϕ(x, p)� �������% ��  ����� 	��
����
���� �
 ���!�% ���� ��$� ��� ��� ������������� 	�����%)�%
� � ����������
��
����� ��������� �	�
������� � ������ �� ���� ���#

P0ϕ =
1

(2πh̄)n

∫
Rn

ψ(y)e−
kT (x−x′)2

2h̄2 e
ip(x−x′)

h̄ dy, ��� ψ(y) =
∫
R

ϕ(y, p)dp. )�>*

������ �������� �� ����������� ��������� P0 � ������ )�2*� ���
�������� ����� ��#����� ���������� );*!

������� �� 0
�� ψ(x) 1 ��������  ���!�� �� ��� �����!�����
	��
����
��� � ϕ0(x, p) 1 
������
���%)�� �& 	�  ����� ��$� ����
�����  ���!�� �  ����� 	��
����
���� �� 	�����
�� ��������
��&
ρ(x, p) = |ϕ0(x, p)|2 �  ����� 	��
����
��� ��������
�  �����&#

ρ(x, p) =
1

(2πh̄)n

(
kTm

4πh̄2

)n/2 ∫
R2n

ψ

(
x+

x′′ − x′

2

)
ψ∗
(
x+

x′′ + x′

2

)
)	?*

exp

(
−kTm(x′′)2

4h̄2

)
exp

(
−kTm(x′)2

4h̄2

)
exp

(
ix′p
h̄

)
dx′′dx′.

" ������� �� ������������������

W (x, p) =
1

(2πh̄)n

∫
Rn

ψ

(
x− x′

2

)
ψ∗
(
x+

x′

2

)
exp

(
ix′p
h̄

)
dx′,

�����������# "������ �<
� ��������� ρ(x, p) � ������ �������������
�������� ��������� )	?*� ������ ��������������! EF ��������� �����
������ �� ��������� ������� "������ /���������� ��� ����������

<



������� ����'� ����������� �� ��������� �������������� &����� �
��������������!
7������������� ������ , ��������� � �	
!
G���&�� ��&�'����#� �������# �������������� �������� ��

������ ������������� �� ���������# �� ��������� �������������
������������ ���� )	?*� ������������� � �=
!
��� ��� ������������� ������������ � ��������������� ���������

���� ρ(x) ���������� �� ������ ρ(x) =
∫
R3 ρ(x, p)dp, �� ������������

��� ��������� )	?* �� p ������� �����'(�� �����������!
	
������ �� 0
�� ψ(x) 1 ��������  ���!�� �� ��� �����!�����

	��
����
���� �� 
������
���%)�� �& 	�����
�� ρ(x) � ��� ������
!����� 	��
����
��� ������
�  �����&

ρ(x) =
∫

R3
|ψ(y)|2χ2(x− y)dy, )	�*

��� χ(x, y) ��������
� 
�����2���� ��3�� 4� �
�� ρ(x) 	�������
�
�� |ψ(x)|2 
���������� �
������&� 	� 	�����
�� ���������� ��
	���
������� 
 ��
	��
��& h̄2/(2kTm)� � �����
�� �	��������� ����������
������������
� ��������& ∼ h̄/

√
2kTm� ������% ������%� �����& ��

5��&�� ��	����& ������
������� �� 0
�� �������� ε = kT/(γh̄) � 1� �� ����)���� 	���

���� 	������ � 
��
������� �������% 6 �	������� B′ � ��������� �3�
����� 
��
������ �������� �	������� −i/(γh̄)Ĥ� ��� Ĥ 1 �	������
7��������� 	���
��������&  �����& ��8�� 0
�� ��&
���������� ���

�� ����)���& ������� 	������� 
������
���%)�� (�� ����)��
��� 	������ 	������� ��������� �� �%��� ��2���� ��������� ��� �����
����� 	��	��!��������� 1/(γε2) = γh̄2/(kT )2� 	���&��� � ���� �� 
���

������" 
�
�����& �	������� 7���������
7������������� ������ ���������� � ���������� 	!
6�� ������ ��������� �������� ������� � ���������� ����������

������������� ��������# ��������� �>
� ��?
� ���
! A����� ������ �����
��������� ������ � ������ 1� �� ���� ��������� ���������� �� �������
����������� � ����������� ������� � ��?
! B����������� ������������
/��# ������  ��� ������ &���(�� ��&���!
" ������������ � ������� 1 �������� ���������� ��������� ),*�

����� ���� ���������������� γh̄2/(kT )2 &���� ��#������� � ���� ��
��&�������# ��������� ������������� D�������� )/������*! 7����� ��
&���$�# ��$��&�# ������ ������ ��� ����������� �������� �����

=



�� ���� &���$�# ��������� ���������� �������� &���� ������������� ��
����# ��&�������# ��������� � ������! " ������� ��� t → ∞ ������
�������� � ��$����� ���������� �����������'(�� �������� ���������
��� ��������' D�&&��!
H� ����������� ��������� ),* ��� ��� �������� �������� ε =

kT/(γh̄) � ��������� ��� �������� ���������� /�� ���������� �����
��������� &����� � ��������� ��'(�� ����������� ��������� ������
���! C������� ������ /�� �� ��������� � ������� ����� ε  &���$��
��������!

������� �� 0
�� ε = kT/(γh̄) 
 1� �� �
�� γh̄/(kT ) � 1� ���
γ = β/m 1 
�	���������� 
���� �� �����!� �

�� �� �	�������
B � ��������� ��� ���� 	���������� � � (�� 
����� 	�����
�� ��
�
	��������� ��������
��& ρ(x, p, t) = ϕ(x, p, t)ϕ∗(x, p, t) �������������
���

���
��� ��������% 9������� ����#

∂ρ

∂t
=

n∑
j=1

(
∂V

∂xj

∂ρ

∂pj
− pj

m

∂ρ

∂xj

)
. )		*

7������������� ������ ������� �� ����� ��� ��������� ),* &�� ����
������ B �������� ��������� � ������# ����������# ������� ������
��� ������(�� �� ��� ��������� I������� � ��������� �������� ��
������'! C�$���� ϕ(x, p, t) ������ ��������� ���������� �� ���������
�� ��������� ϕ0(x, p) = ϕ(x, p, 0) � #������������ x(t), p(t) ��������� J
��������� ��������3 x(0) = x, p(0) = p� � ����3

ϕ(x, p, t) = ϕ0(x(t), p(t)) exp
(
−i/h̄

∫ t

0

(
mc2 + V (x(t)) − p2(t)/(2m)

)
dt
)
.

9�������������3

ρ(x, p, t) = ϕ(x, p, t)ϕ∗(x, p, t) = ϕ(x(t), p(t))ϕ∗(x(t), p(t)) = ρ(x(t), p(t)).

9������������� ���� ����� ����(��������� � ��������� ρ(x, p, t) �������
������� ��������' I�������!
���� �&����� ������ 2 ����������� ��� ��� ��� �������� �����

���� βh̄/(kTm) �������� ���������� ��������� ),*� �������������
&����� � �������� � ����������� )�� ��������* �������� ��������
�������! 6��� ������ ���������� ����� ������ ���� ������� m �� �����
����' � ������������� ����� β!

>



� ����������

" ��������� ������ ����� $����� ���������� ����� ������������
������� ��������# ��������� � ������ ������������� ������ ������
�� ��	
� ���� � ���������� ����������'��� ������� �������# �������
� ������������� � ������ ������������! K� /�� ���� ������� ����
�������� ������� ����� � ����$��#� ������ ����� � ��������# ����
����# ����# � �!�! .6��� ���#�� � ������� �� �������������' ����
������# ��������# ��������� ����� �������� �������� � �����������
������ ������&������ ������� ��������� ������ !!!. )�� ��������� �
����� ��	
*!
6�� ����#� ������� �� ����� ��� ������� &��� &� ���������� ��

������ ��������� ������������� � ������ ������������� ��� /�� �����
����� ������� � ��	
� ��,
� ��1
� �� � ������ ��� �������' ������' ��
������ ������������!
" ������ ��&���� ������ /��� ����������'� ��������� ����������

��� ��������� ��� �������� ������� � &���$�� �������� ����&���� �
������ ������������� �������'(�� ������� ��������� ��������� ����
�� � ������ ������������! " �������������� ����� ������'��� ���
������������� ��� � ����������#��������� ��������� �������! E��� ���
������ ε = kTm/(βh̄) ���� �� � /��� ����� ��������� ������� �����
��������� ����#������ /���� )������� m/β < h̄/kT = 0.77 · 10−12/T J��!*
���������� � ����������� ������� ��������� �#����� � ������$����
���������������� D�����&���� � ��������� L��������� ��� ��������
�������! E��� �� �������� ε &���$��� �� ������� ����� ��&� � ��������
����� � ������������ �#������� � ��������� ������������� ���������
���� /��� ������� � ������ ������������ ������������� ������������
��������' I�������!
" �&(� ������ ��������� �������� ���������� /��� �����' ���

��� ��$����� #�������! 5��� &� ��������� ���������������� �����
� /�� ������ � �������� � ����������� /����������� ��� ������ �
������������ ��������� ε!
9 /��������������� ������ ����� ������� �������� � ������

������ ������������� �����' � ������ 1! 0��� ����� ������� �������
��� ������������' ������ ������ ����#��� ��������� ������ � ���
$����� ��������' ��������� ���������� � /��� �����!
K���� ����� ������ ������� ������������ ��&��� ����$�������

������ &�������� ������ �������� ��� ������� &��� ���������� ������

�?



� ������� ����� �� ��$����! 6�� ��������� &���$�� ��&���! " �����
���������� ���������# �������� ������ �� ���$� ���������# �������
�����! M��� ������ /���� ����'��� ������� G!6��$������ &�������
�� ������ ����������� � ����������� ������ ��������� �#�����!
" ��&���# "!%! H������ ��2� �;
 ��� ������������� ��������� ������

�������� �������� ������������� ������� � ������ ������������ ���
�������� �� ������ ���������� ����! " ��2
 ��� ��������# ���������
�����# ��������� ��� ���� ��������� ������������� �������� ������(��
�� ��������� � ��������� ����������� ��������� ����������������
���������������� ���������������� ��������� ������(�� ��
���������� �� ������������� �� ��#���� �� /���� ���������������� � ���
����� ����� ������ ����������� �����������'(� ��������� L���
�������! 6��� ���������� &���������� ������ ������� �� ������ ��� ���
�������� ������ ������ ��&���!

�
����������� M �� ����� ������ &�������' ���������� D!I! I���
������ �� ���������� ������� � ��� ��&���� �������� � ���(� �
���������� ����������� � ������ ��������!

��



����	�����

���������� �	 
������������ ������ � ������� �

C������� ��������� ),* � &���������� ������ ��������# );*! "
/��# ��������# ��� �������� ��� )<*� � .������������. ��$�����
� ������ �#������ ������������ ��$���� ��������� )<* �� ���� t′

������� � ��'� ��� )�2*!
%���� ϕ0(x

′, p′, t′)  ������� ���� )�2*� �����������'(�� �������
ψ(y′, t′)! %������� /�� ��������� � ��������� )<* � ����� �������'
�&��# ������ /���� ��������� �� ������������ ������� ψ(y′, t′) �� ����
��� )�2*! B��3

∫
Rn

∂ϕ0

∂t′
dp′ =

∫
Rn

(
kT

γh̄
A′ +B′

)
ϕ0dp

′

���� ��������� ��� B′ϕ0 = 0� ����� ����������� ��������� ϕ0(x
′, p′, t′)

� ���� )�2* ������3

1

(2π)n

∫
R2n

∂ψ(y′, t′)
∂t′

e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′ =

=
kT

γh̄

1

(2π)n

∫
R2n

A′ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′.

%������������ �����' ����� /���� ��������� �� p′ � �� y′� ������� ���
� ������ ����� ��������� ����� ��������������� ������3

∂ψ(x′, t′)
∂t′

=
kT

γh̄

1

(2π)n

∫
R2n

A′ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′.

8������� ��������� )=* ��� ��������� A′� �� ���������� ��������� ���
����3

∂ψ

∂t′
=
kT

γh̄

1

(2π)n

∫
R2n

⎛
⎝ n∑

j=1

(
∂V ′

∂x′j

∂

∂p′j
− p′j

∂

∂x′j

)
− i

(
mc2

kT
+ V ′ −

n∑
j=1

(p′j)
2

2

)⎞⎠×

×ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′ =
kT

γh̄
(I1 + I2 + I3 + I4), ��� )	,*

�	



I1 =
1

(2π)n

∫
R2n

n∑
j=1

∂V ′(x′)
∂x′j

∂

∂p′j

(
ψ(y′, t′)e−

(x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)

)
dy′dp′; )	1*

I2 = − 1

(2π)n

∫
R2n

n∑
j=1

p′j
∂

∂x′j

(
ψ(y′, t′)e−

(x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)

)
dy′dp′; )	2*

I3 = −i 1

(2π)n

∫
R2n

(
mc2

kT
+ V ′(x′)

)
ψ(y′, t′)e−

(x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)dy′dp′; )	;*

I4 = i
1

(2π)n

∫
R2n

n∑
j=1

(p′j)
2

2
ψ(y′, t′)e−

(x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)dy′dp′. )	<*

C������� �������� I1� �������� ��������� )	1*! %����� ��
���� ���������� � ��������������� ������ �� ���� ��������� ���
�������� ��������(�� �� ��������# ��������������� ������� ������
������ �� p′j � � ������������� �����$���� ��������� �� p

′ � y′! %����
��3

I1 =
i

(2π)n

n∑
j=1

∂V ′(x′)
∂x′j

∫
R2n

ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 (x′j − y′j)e
ip′(x′−y′)dy′dp′ = 0 )	=*

C������� �������� I2� �������� ��������� )	2*! %����� ��
���� ���������� � ��������������� ������ ����������� �� x′j ��
���� ���������� ����� ��������� p′j exp(ip′(x′ − y′)) �� ������ �
��������� i∂ exp(ip′(x′ − y′))/(∂y′j) � ������������� ���������� ���
������� �� �����! B��3

I2 = − 1

(2π)n

n∑
j=1

∂

∂x′j

∫
R2n

ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 i
∂

∂y′j
eip′(x′−y′)dy′dp′ =

=
i

(2π)n

n∑
j=1

∂

∂x′j

∫
R2n

∂ψ(y′, t′)
∂y′j

e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′ −

− i

(2π)n

n∑
j=1

∂

∂x′j

∫
R2n

ψ(y′, t′)(x′j − y′j)e
− (x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′

= i
n∑

j=1

∂2ψ(x′, t′)
∂(x′j)2

. )	>*

C������� �������� I3� �������� ��������� )	;*! "����� �� ����
��������� ���������� ��������(�� �� ��������# ��������������� �

�,



������������� �����$���� �������� �� p′ � y′! %�����3

I3 = −i
(
mc2

kT
+ V ′(x′)

)
1

(2π)n

∫
R2n

ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2 eip′(x′−y′)dy′dp′ =

= −i
(
mc2

kT
+ V ′(x′)

)
ψ(x′, t′). ),?*

C������� �������� I4� �������� ��������� )	<*! %����� ��
���� ���������� � ��������������� ������ 1/2 �� ���� ����������
����� ��������� (p′j)

2 exp(ip′(x′ − y′)) ������ ����������� �������
− exp(ip′(x′ − y′)) �� y′j � ������������� ���������� ��������� �� ���
���! B��3

I4 = − i

2

1

(2π)n

n∑
j=1

∫
R2n

ψ(y′, t′)e−
(x′−y′)2

2
∂2

∂(y′j)2
eip′(x′−y′)dy′dp′ =

= − i

2

1

(2π)n

n∑
j=1

∫
R2n

(
∂2ψ

∂(y′j)2
− 2

∂ψ

∂y′j
(x′j − y′j) + ψ(x′j − y′j)

2 + ψ

)
×

×e− (x′−y′)2
2 eip′(x′−y′)dy′dp′ =

= − i

2

⎛
⎝ n∑

j=1

∂2ψ(x′, t′)
∂(x′j)2

+ nψ(x′, t′)

⎞
⎠ . ),�*

%������� ���������� ��������� ��� ���������� I1  I4 � ������
���� )	,*� ������� ����&��� ����� � ������ −i �� ���&��! %������

∂ψ

∂t′
= − i

h̄

kT

γ

(
−1

2

∂2

∂(x′j)2
+ V ′ +

mc2

kT
+
n

2

)
ψ(x′, t′).

E��� � ��������� ��������� ������� � ��#����� ������ �������
��� );*� �� ������ ���&���� � ������ 	 ������ � ��������� )�=*!
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���������� �	 
������������ ������� �

C������� ����������� )<* ���� ∂ϕ/∂t′ = εA′ϕ+B′ϕ! %���� P0  ������
��� �� ��������������� ��&�������# ������� ��������� B′ J ��&������
�� ��������� ����� ?! ����� �� ����������' P0 ��� ���������3

P0P0 = P0; P0B
′ = B′P0 = 0.

:���� ϕ0 &��� �&�������� ������'� ����������(�' �&����� ��������
��������� P0� �� ���� ϕ0 = P0ϕ0.
@����� ��� �� ���������' ��������� Ĥ ������ �� �����������

�� � ���������� �� �������� εP0A
′ �� ��������������� ������� ϕ0 �

������������� ������� ψ(y) ���� ��� −i/(γh̄)Ĥ! %�/��� ��&��������
�������� ���������� εP0A

′ � −i/(γh̄)Ĥ �������'�! ��� ��� �������� Ĥ
��������������� �� �� ���� �����' ������ ��&�������# ��������
�� �������������� �����' ������ ��&�������# ������� ���� ��������
εP0A

′ �� ��������������� �������� ��������� P0 !
"����� ���������� ����������� � ���!
������ :��
������� �������� �	�������� εP0A

′ � −i/(γh̄)Ĥ 
���
	���%�� /	������ εP0A

′ ���� 	����% 
�
��� 
��
������"  ���!�&
�� 	��	��
����
��� �������& 	�������� P0�
C������� ������ �� ��&�������� �������� ����������� )<* ����3

λεϕε = (εA′ +B′)ϕε.
" ������������ � ����� ������ ����(���� &��� ������ ��$����

� ���� ����3
λε = λ0 + ελ1 + ε2λ2 + ...

ϕε = ϕ0 + εϕ1 + ε2ϕ2 + ...

%������� /�� ���� � ��������� �� ��&�������� �������� � ������
��/��������� ��� ���������# �������# ε. %�����3

(ε0) λ0ϕ0 = B′ϕ0;

(ε1) λ1ϕ0 + λ0ϕ1 = A′ϕ0 +B′ϕ1;

K�� ��������'� ����(���� � ��&�������� �������' λ0 = 0! " /��
������ ��������� (ε0) ��������� ��� ϕ0  /�� ��&�������� ������� ����
������ B′ � ��&������� ��������� ����� ?!
%����� � �&�� ����� ��������� (ε1) �������� εP0! 9 ����� ���

������ P0ϕ0 = ϕ0� λ0 = 0 � P0B
′ = 0 ������3

ελ1ϕ0 = εP0A
′ϕ0.

�2



A��'��� �������� ελ1 �������� ��&������� �������� ��������� εP0A
′

�� ��������������� �������� ��������� P0� � �� ��� �������� ελ1 ���
������ ��&������� �������� ��������� −i/(γh̄)Ĥ ! 9 ������ ��������
�������� ελ1 �� ����������' �������� ��������� ������� ������� � ��&�
�������� �������' ? ��������� εA′ +B′!
���� �&����� ������ ����� ������ 1 ��������!
7�� �������������� ������ ����� ��������� �����������' �����

��' ϕ0(t
′) �� ��������������� �������� ��������� P0 � ���� ��� )���

��������� ��� ������������ �������*3

ϕ0(t
′) =

∞∑
k=1

ck(t
′)ϕk

0,

��� ϕk
0  ��&�������� ������� ��������� P0A

′ � ��&�������� ���������
� λk

1! 6�� ������� �������� ��� ��� �� ��� ����� ������� �&����'�
�����' ������ �������! 0��� ����� �� /��� �� ��� �������� ���
����� λk

1 ����� ����� ��� ��� ��� ����'��� ��&�������� ������
��������� −i/(εγh̄)Ĥ � ��� Ĥ  �������������� �������� D��������
� ������������� �������!
%���� λk

ε ≈ ελk
1 +ε2λk

2, � ϕk
ε ≈ ϕk

0 +εϕk
1  ���&������� ��&�������#

�������� � ��&�������# �������� �����������'(�� ��&������� �����
��� ϕk

0! %� ������' ������ 1 �������������� ����� Reλ
k
2 ��������

��� ��������# k!
C������� ��������� )<*� ������������ �� ��������������� �� &��

�����# �������� ���� ϕk
ε J �������� ����

ϕ(t′) =
∞∑

k=1

ck(t
′)ϕk

ε .

" /�� &����� ��������� ����������� )� ��������' �� ������ ������
�� )ε3* � ������ ��������� �� k ����3

∂ck(t
′)

∂t′
= (ελk

1 + ε2λk
2)ck(t

′),

��$���� ������# ���� ���3 ck(t
′) = ck(0) exp((ελk

1 + ε2λk
2)t

′)! A��'���
��$���� ��������� )<* ���&������� �������������� � ����3

ϕ(t′)=
∞∑

k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)ϕk

ε =

�;



=
∞∑

k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)(ϕk

0 + εϕk
1) =

=
∞∑

k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)ϕk

0 +
∞∑

k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)εϕk

1 =

=ϕ0(t
′) + εϕ1(t

′), ),	*

��� ϕ0(t
′) =

∞∑
k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)ϕk

0; ),,*

ϕ1(t
′) =

∞∑
k=1

ck(0) exp((ελk
1 + ε2λk

2)t
′)ϕk

1. ),1*

��� ��� ε  ���� ��������� �� �� ��������� ),	* �������� ��� ��$��
��� ϕ(t′) ��� ���������� �� ������� ϕ0(t

′)� �������� ��������� ),,*!
��� ��� ελk

1  ���� ��������� �� ����� ������� ��������� �
���� ����'(��� ������' ϕ0(t

′) � ��������� ),,*� �&����� �� ����
��� t′ = γt ��������������� exp(ε2Re(λk

2)t
′) = exp(γε2Re(λk

2)t)� ���
Re(λk

2) �������������� ����� ����� λ
k
2! A��'�� �������� ��� ����� ����

� t ∼ 1/(γε2) /�� ��� &���� ������������ ������� � ���&���$��
��������� Re(λk

2) ����� �������# �� ������� ��������� ��/����
������� ck(0).
���� �&����� ������ 1 ��������!
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